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Minimums suessifs des variétés toriques projetives
1
Martín Sombra
2
Résumé. Nous alulons les minimums suessifs de la variété torique projetive XA assoiée
à un ensemble ni A ⊂ Zn. Comme onséquene de e alul et des résultats de S.-W. Zhang sur la
répartition des petits points, nous déduisons des estimations pour la hauteur de la sous-variété XA
et du A-résultant. Ces estimations nous permettent d'obtenir un analogue arithmétique du théorème
de Bézout-Koushnirenko sur le nombre de solutions d'un système d'équations polynomiales.
Comme appliation de e résultat, nous améliorons les estimations onnues pour la hauteur des
polynmes dans le Nullstellensatz reux.
Abstrat. Suessive minima of projetive tori varieties. We ompute the suessive
minima of the projetive tori variety XA assoiated to a nite set A ⊂ Zn. As a onsequene of
this omputation and of the results of S.-W. Zhang on the distribution of small points, we derive
estimates for the height of the subvariety XA and of the A-resultant. These estimates allow us
to obtain an arithmeti analogue of the Bézout-Kushnirenko's theorem onerning the number of
solutions of a system of polynomial equations.
As an appliation of this result, we improve the known estimates for the height of the polynomials
in the sparse Nullstellensatz.
Mots lefs. Hauteur, minimums suessifs, variété torique, résultant reux, théorème de Koush-
nirenko, Nullstellensatz arithmétique.
Classiation mathématique par sujets (2000). Primaire : 11G50 ; Seondaire : 14G40,
14M25.
Introdution et résultats
L'étude de la répartition des points de petite hauteur (ou petits points) d'une variété al-
gébrique a reçu une attention onsidérable au ours des dernières années, autour du prob-
lème de Bogomolov et de ses généralisations [Ull98℄, [Zha95℄, [BZ95℄, [Bil97℄, [DP98℄, [DP99℄,
[DP01℄, voir également [Dav03℄ pour un aperçu historique. La notion de minimums suessifs
a été introduite dans e ontexte par Zhang, qui a aussi montré leur étroite relation ave la
hauteur de la variété en question.
Ii nous alulons les minimums suessifs d'une variété torique projetive, d'où nous dé-
duisons des estimations pour sa hauteur omme sous-variété et pour la hauteur du résultant
reux.
Soit h la hauteur projetive standard des points de PN (Q), dénie en utilisant la métrique
eulidienne pour les plaes à l'inni. Soit V ⊂ PN une variété quasi-projetive, de dimension
r. Le i-ème minimum suessif de V (par rapport à la hauteur projetive h) est
µi(V ) := sup { inf {h(ξ) ; ξ ∈ V \W} ; W ⊂ V, odimV (W ) = i}
1
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pour i = 1, . . . , r + 1, où le suprêmum est pris sur toutes les sous-variétés W de V de
odimension i. On érit µess(V ) := µ1(V ) et µ
abs(V ) := µr+1(V ) pour les minimums
essentiel et absolu, respetivement ; on a
µess(V ) = µ1(V ) ≥ · · · ≥ µr+1(V ) = µ
abs(V ).
Soit A = {a0, . . . , aN} ⊂ Z
n
un ensemble ni de veteurs entiers, et onsidérons l'appliation
monomiale
ϕA : T
n → PN , t 7→ (ta0 : · · · : taN ).
où Tn := (Q
×
)n désigne le tore algébrique surQ de dimension n. La variété torique projetive
XA ⊂ P
N
assoiée est dénie omme étant la lture de Zariski de l'ensemble image de ette
appliation
X◦A := ϕA(T
n) =
{
(ta0 : · · · : taN ) ; t ∈ Tn
}
⊂ PN .
Soit LA ⊂ Z
n
le sous-module engendré par les diérenes des veteurs a0, . . . , aN ; ei est
don un réseau de l'espae linéaire engendré LA ⊗Z R ⊂ R
n
. On onsidère la forme volume
VolA sur et espae linéaire, invariante par translations et telle que Vol(S) = 1 pour un
simplex élémentaire quelonque S de LA.
Soit QA ⊂ R
n
le polytope assoié, déni omme l'enveloppe onvexe Conv(A) de l'ensemble
A. Posons dim(A) := dim(LA) et Vol(A) := VolA(QA). Ave es notations, la dimension et le
degré de XA s'expliitent omme la dimension et le volume de l'ensemble A, respetivement :
dim(XA) = dim(A) = dim(LA) , deg(XA) = Vol(A) = VolA(QA).
Dans le as où LA = Z
n
, la forme volume VolA oïnide ave n! fois la forme volume
eulidienne Voln de R
n
; en partiulier dim(XA) = n et deg(XA) = n!Voln(QA).
Nous montrons que les minimums suessifs de XA peuvent s'expliiter en termes de la
ombinatoire de l'ensemble A. Soit F (QA) l'ensemble des faes du polytope QA, et pour
i = 0, . . . , r := dim(A) posons
NA(i) := min
{
Card(P ∩A) ; P ∈ F (QA), dim(P ) = i
}
pour le minimum des ardinaux de l'ensemble A restreint aux faes de QA de dimension i.
Théorème 0.1 µi(XA) =
1
2
logNA(r − i+ 1) pour i = 1, . . . , r + 1.
En partiulier NA(r) = Card(A) = N + 1 et NA(0) = 1 et don
µess(XA) =
1
2
log(N + 1) , µabs(XA) = 0.
Comme orollaire du théorème 0.1 et du théorème des minimums suessifs de Zhang, on
déduit l'enadrement suivant pour la hauteur d'une variété torique (Corollaire 3.1) :
1
2
log(N + 1)Vol(A) ≤ h(XA) ≤
(r + 1)
2
log(N + 1)Vol(A).
À l'heure atuelle, on ne dispose d'auune expression exate (autre que sa dénition) pour
h(XA), don et enadrement est signiatif. En fait, il serait fort intéressant de trouver une
telle expression exate pour la hauteur d'une variété torique projetive dans le as général.
Remarquons que pour les espaes projetifs (le seul as des variétés toriques dont on onnaît
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la hauteur projetive) le théorème 0.1 montre qu'auune des estimations dans le théorème
des minimums suessifs de Zhang n'est exate, voir le paragraphe 3.
A partir de es estimations, on déduit aisément la majoration expliite suivante pour la
hauteur du A-résultant RésA, dont on renvoie au paragraphe 3 pour la dénition préise.
On note h
sup
(RésA) la hauteur assoiée à la norme sup, dénie omme étant le logarithme
du maximum des valeurs absolues des oeients de RésA.
Corollaire 0.2 Soit A = {a0, . . . , aN} ⊂ Z
n
un ensemble ni tel que LA = Z
n
, alors
h
sup
(RésA) ≤
3
2
(n+ 1) log(N + 1)Vol(A).
Les seules estimations pour la hauteur de RésA dont on disposait auparavant étaient elles
qu'on peut obtenir à partir des algorithmes pour son alul [CLO98,  7.6℄, [D'An02℄, voir
aussi [KPS01, Prop. 1.7℄ ou enore [Roj00, Thm. 23℄. Celles-i sont loin d'être préises, et
notre estimation les améliore d'un fateur exponentiel. Par ailleurs, la seule information
dont on dispose onernant la valeur exate des oeients de RésA est pour les oeients
extrémaux, égaux à ±1 [Stu94, Cor. 3.1℄.
La majoration de h(XA) nous permet aussi d'estimer la hauteur des sous-variétés dénies
par des équations à support restreint. Soit Q ⊂ Rn un polytope rationnel, 'est-à-dire dont
les sommets sont des veteurs entiers. Pour un point ξ ∈ Tn, on dénit sa Q-hauteur de Weil
par la formule
ĥQ(ξ) :=
∑
v∈MK
[Kv : Qv]
[K : Q]
log max
{
|ξa|v ; a ∈ Q ∩ Z
n
}
∈ R+,
où K est un orps de nombres ontenant les oordonnées de ξ et MK est l'ensemble des
plaes de K.
On pose Voln(Q) pour le volume eulidien de Q. On pose aussi ||f ||1 :=
∑
a∈Zn |ca| pour
la norme ℓ1 d'un polynme de Laurent f =
∑
a∈Zn ca x
a ∈ Z[x±11 , . . . , x
±1
n ].
Théorème 0.3 Soient f1, . . . , fn ∈ Z[x
±1
1 , . . . , x
±1
n ] des polynmes de Laurent à oeients
entiers, et posons Q := N (f1, . . . , fn) ⊂ R
n
pour leur polytope de Newton.
Soit Z(f1, . . . , fn)0 l'ensemble des points isolés de Z(f1, . . . , fn) ⊂ T
n
. Pour haque point
ξ dans et ensemble on note ℓ(ξ) := dimQ
(
Q[x±11 , . . . , x
±1
n ]/(f1, . . . , fn)
)
I(ξ)
la multipliité
d'intersetion de f1, . . . , fn en ξ. Alors∑
ξ∈Z(f1,...,fn)0
ℓ(ξ) ĥQ(ξ) ≤ n!Voln(Q)
n∑
i=1
log ||fi||1.
Cei est un analogue arithmétique du théorème lassique de Bézout-Koushnirenko [Ful93,
5.5℄, [GKZ94,  6.2, Thm. 2.2℄, [CLO98,  7.5, Th. 5.4℄ :∑
ξ∈Z(f1,...,fn)0
ℓ(ξ) ≤ n!Voln(Q).
Ce résultat est un ranement du théorème de Bézout arithmétique pour les hypersurfaes,
et il améliore et rend omplètement eetif le as non-mixte du théorème de Bernstein-
Koushnirenko arithmétique dû à V. Maillot [Mai00, Cor. 8.2.3℄, voir la remarque 4.2.
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Sa démonstration est basée sur la majoration de h(XA) déjà mentionnée, le théorème de
Bézout arithmétique lassique, et des résultats plutt élémentaires de la théorie de l'inter-
setion géométrique. On obtient aussi une variante pour les intersetions arbitraires (Propo-
sition 4.7). Signalons qu'il serait d'un grand intérêt d'étendre es résultats au as mixte
général ; nous espérons pouvoir le faire à l'aide d'une extension des tehniques introduites
dans le présent artile.
Le A-résultant et le théorème de Koushnirenko sont à la base de la théorie de l'élimination
dite sparse (reuse), voir [CLO98℄, [Stu02℄. Dans e ontexte, il est peut-être intéressant
de signaler que le théorème 0.3 montre que la omplexité binaire d'une représentation sym-
bolique de Z(f1, . . . , fn)0 est polynomiale en la omplexité binaire de f1, . . . , fn et en le
volume (normalisé par n!) du polytope de Newton orrespondant.
Comme appliation de es résultats, nous déduisons une amélioration signiative du Null-
stellensatz arithmétique reux dû à T. Krik, L.M. Pardo et l'auteur [KPS01, Cor. 3℄ :
Théorème 0.4 Soient f1, . . . , fs ∈ Z[x1, . . . , xn] des polynmes à oeients entiers sans
zéros ommuns dans Cn.
Posons d := maxi deg(fi), h := maxi hsup(fi) et A := Supp
(
1, x1, . . . , xn, f1, . . . , fs
)
⊂
Nn ; alors il existe a ∈ Z \ {0} et g1, . . . , gs ∈ Z[x1, . . . , xn] tels que
• a = g1 f1 + · · · + gs fs,
• deg(gi) ≤ 2n
2 dVol(A),
• h
sup
(a), h
sup
(gi) ≤ 2 (n + 1)
3 d Vol(A)
(
h+ log s+ 14 (n + 1) d log(d+ 1)
)
.
Ce résultat représente une amélioration d'un fateur exponentiel par rapport aux estimations
onnues ; la majoration pour les hauteurs devienne ainsi polynomiale en tous les paramètres
onernés.
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iements. Je tiens à remerier haleureusement Patrie Philippon pour des très
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lair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eu des disussions intéressantes ave Mar Chardin et Vinent Maillot. Je remerie Teresa
Krik pour sa leture attentive d'une version préliminaire de e texte ; ainsi qu'au rapporteur
anonyme pour des nombreuses remarques utiles.
Bernd Sturmfels m'a enouragé à rééhir sur la hauteur du A-résultant. Le présent artile
est en partie onséquene de mes tentatives pour résoudre e problème.
1 Hauteur des points et des polynmes
On note par Q le orps des nombres rationnels, K un orps de nombres et Q la lture
algébrique de Q. On note par Tn le tore algébrique et PN l'espae projetif sur Q, de
dimension n et N respetivement.
Pour haque premier rationnel p on note | · |p la valeur absolue p-adique sur Q telle que
|p|p = p
−1
; on note aussi | · |∞ ou simplement | · | la valeur absolue standard. Celles-i
forment un ensemble omplet de valeurs absolues sur Q : on identie l'ensemble MQ de es
valeurs absolues à l'ensemble {∞, p ; p premier}. Plus généralement, on désigne par MK
l'ensemble des valeurs absolues de K étendant les valeurs absolues de MQ, et on note M
∞
K
le sous-ensemble de MK des valeurs absolues arhimédiennes.
On note R le orps des nombres réels et C le orps des nombres omplexes ; on pose R+
l'ensemble des nombres réels non-négatifs. On note par Z l'anneau des entiers rationnels, et
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par N et N× les entiers naturels ave et sans 0, respetivement. Pour b = (b0, . . . , bN ) ∈ Z
N+1
,
on pose deg(b) := b0 + · · ·+ bN ∈ Z pour le degré du monme x
b
assoié.
Dans e paragraphe nous rappelons les dénitions et propriétés de base des diérents no-
tions de hauteur pour les points (et plus généralement, pour les sous-variétés) et pour les
polynmes.
Pour un point ξ = (ξ0 : · · · : ξN ) ∈ P
N
on note h(ξ) son hauteur projetive, dénie par la
formule
h(ξ) :=
∑
v∈M∞
K
λv(K) log
√
|ξ0|2v + · · · + |ξN |
2
v +
∑
v∈MK\M
∞
K
λv(K) logmax
{
|ξ0|v, . . . , |ξN |v
}
,
où K est un orps de nombres ontenant les ξi, et dont pour haque pour v ∈MK on pose
λv(K) :=
[Kv : Qv]
[K : Q]
.
Cette expression ne dépend pas du hoix des oordonnées homogènes de ξ, grâe à la formule
du produit.
Cette notion s'étend au variétés projetives de dimension supérieure, suivant une onstru-
tion due à P. Philippon. Soit f =
∑
a ca U
a ∈ K[U0, . . . , Un] un polynme en n+1 groupes Ui
de Ni+1 variables haun. Posons SNi+1 :=
{
(z0, . . . , zNi) ∈ C
Ni+1 ; |z0|
2+ · · ·+ |zNi |
2 = 1
}
la sphère unité de CNi+1, équipée de la mesure µNi+1 de masse totale 1 et invariante
par rapport au groupe unitaire U(Ni + 1). Pour une plae arhimédienne v ∈ M
∞
K , la
SN0+1 × · · · × SNn+1-mesure de f relative à v est dénie par l'intégrale
mv(f ;SN0+1 × · · · × SNn+1) :=
∫
SN0+1×···×SNn+1
log |f |v µN0+1 × · · · × µNn+1 .
Notons que dans le as où haque groupe se réduit à une seule variable Ui := {ui}, ette
notion se spéialise en la mesure de Mahler de f , 'est-à-dire
m(f ;Sn+11 ) = m(f) :=
∫ 1
0
· · ·
∫ 1
0
log
∣∣f(e2π i u0 , . . . , e2 π i un)∣∣ du0 · · · dun.
Pour une plae ultramétrique v ∈MK \M
∞
K , on note |f |v := max
{
|ca|v ; a ∈ N
N0+1×· · ·×
NNn+1
}
la norme sup de f relative à v.
Maintenant soit V ⊂ PN une K-variété quasi-projetive équidimensionnelle de dimension
n. Soit ChV ∈ K[U0, . . . , Un] sa forme de Chow, qui est un polynme en n + 1 groupes de
N + 1 variables haun, homogène de degré deg(V ) en haque groupe Ui. Suivant [Phi95℄,
la hauteur projetive de V est par dénition
h(V ) :=
∑
v∈M∞
K
λv(K)mv(ChV ;S
n+1
N+1) +
∑
v∈MK\M
∞
K
λv(K) log |ChV |v
+(n+ 1)
( N∑
j=1
1
2 j
)
deg(V ) ∈ R+.
Alternativement, ette hauteur peut se dénir via la théorie d'Arakelov omme la hauteur
h
O(1)
(Σ) relative au bré en droites universel O(1) muni de la métrique de Fubini-Study, de
la lture de Zariski Σ de V dans PNOK , voir [BGS94,  3.1.3℄.
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On onsidérera aussi la hauteur de Weil d'un point ξ ∈ PN , dénie par
ĥ(ξ) :=
∑
v∈MK
λv(K) logmax
{
|ξ0|v, . . . , |ξN |v
}
.
Cei se ompare ave la hauteur projetive ; on a
ĥ(ξ) ≤ h(ξ) ≤ ĥ(ξ) +
1
2
log(N + 1).
Le tore TN peut s'identier à l'ouvert (PN )◦ := PN \ {(x0 : · · · : xN ) ; x0 · · · xN = 0} via
l'inlusion (t1, . . . , tN ) 7→ (1 : t1 : · · · : tN ). Cei induit une notion de hauteur projetive hι
et de hauteur de Weil ĥι pour les sous-variétés et pour les points de T
N
, respetivement.
Plus généralement, étant donné un ensemble ni A = {a0, . . . , aN} ⊂ Z
n
on peut dénir une
notion de A-hauteur projetive pour une sous-variété équidimensionnelle V ⊂ Tn en posant
hA(V ) := h(ϕA(V )).
Cei se spéialise en la hauteur projetive hι pour A := {0, e1, . . . , en}, où ej désigne le
j-ème veteur de la base standard de Rn. Similairement on dénit la A-hauteur de Weil
d'un point ξ ∈ Tn par
ĥA(ξ) := ĥ(ϕA(ξ));
ei se spéialise en la hauteur de Weil ĥι pour A := {0, e1, . . . , en}.
Remarquons que pour un polytope rationnel Q ⊂ Rn, la Q-hauteur de Weil ĥQ oïnide
ave la AQ-hauteur de Weil, pour AQ := Q ∩ Z
n ⊂ Zn l'ensemble des points entiers dans
Q.
On fera appel à plusieurs notions de hauteur pour les polynmes, suivant le hoix d'une
métrique pour les plaes à l'inni. Soit d ∈ N et || · || une métrique sur la partie graduée
C[x0, . . . , xN ]d. Soit v ∈ M
∞
K une plae arhimédienne et σv : K →֒ C une immersion
orrespondant à v. Pour un polynme homogène f ∈ K[x0, . . . , xN ]d on pose alors
||f ||v := ||σv(f)||
pour la norme de f relative à v. Rappelons que pour v ∈ MK \M
∞
K on note |f |v la norme
sup de f relative à v. Ainsi, la métrique || · || dénit une hauteur par la formule
h||·||(f) :=
∑
v∈M∞
λv(K) log ||f ||v +
∑
MK\M
∞
K
λv(K) log |f |v.
Pour la norme sup et les normes ℓ1 et ℓ2, on notera les hauteurs orrespondantes par hsup,
h1 et h2, respetivement. Les relations entre es normes fournissent des enadrements pour
les hauteurs orrespondantes ; on a
h
sup
(ξ) ≤ h2(ξ) ≤ h1(ξ) , h1(ξ) ≤ h2(ξ)+
1
2
log
(
N + d
N
)
≤ h
sup
(ξ)+ log
(
N + d
n
)
.
Les hauteurs hsup, h1 et h2 s'étendent de façon naturelle au as des polynmes pas forément
homogènes, voire des polynmes de Laurent.
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Aussi on onsidérera la métrique || · ||
W
sur C[x0, . . . , xN ]d dénie par
||f ||2
W
:=
∑
a; deg(a)=d
(
d
a
)−1
|ca|
2
pour f =
∑
a ca x
a ∈ C[x0, . . . , xN ]d. Pour ξ ∈ C
N+1
, l'inégalité de Cauhy-Shwartz
entraîne
|f(ξ)| =
∣∣∣∣∣∑
a
ca ξ
a
∣∣∣∣∣ ≤ (∑
a
(
d
a
)−1
|ca|
2
)1/2 (∑
a
(
d
a
)
|ξa|2
)1/2
= ||f ||
W
||ξ||d2. (1.1)
Pour un polynme homogène f ∈ K[x0, . . . , xN ]d, on notera respetivement || · ||W,v et hW
la métrique relative à une plae v ∈ MK et la hauteur orrespondantes à ette métrique.
L'indie est pour H. Weyl, le premier à notre onnaissane à onsidérer ette métrique,
voir [Wey50,  3.7℄.
2 Minimums suessifs
Soit Tors(TN ) le sous-groupe des points de torsion de TN , on a ξ = (ξ1, . . . , xN ) ∈ Tors(T
N )
si et seulement si ξi est une raine de l'unité pour i = 1, . . . , N . Le lemme suivant montre
que le minimum de la hauteur projetive hι sur les points de T
N
est atteint aux points de
torsion.
Lemme 2.1 Soit ξ ∈ TN ; alors hι(ξ) ≥
1
2
log(N + 1), ave égalité si et seulement si ξ ∈
Tors(TN ).
Démonstration. Soit v ∈ M∞K . L'inégalité arithmétio-géométrique [HLP67, Thm. 9℄ en-
traîne
1 + |ξ1|
2
v + · · ·+ |ξN |
2
v
N + 1
≥
(
|ξ1|v · · · |ξN |v
)2/(N+1)
ave égalité si et seulement si |ξi|v = 1 pour tout i. Équivalemment
log
√
1 + |ξ1|2v + · · ·+ |ξN |
2
v ≥
1
2
log(N + 1) +
1
N + 1
log
(
|ξ1|v · · · |ξN |v
)
. (2.2)
Pour v ∈MK \M
∞
K on a
log max
{
1, |ξ1|v, . . . , |ξN |v
}
≥
1
N + 1
log
(
|ξ1|v · · · |ξN |v
)
, (2.3)
ave égalité si et seulement si |ξi|v = 1 pour tout i, don
hι(ξ) =
∑
v∈M∞
K
λv(K) log
√
1 + |ξ1|2v + · · ·+ |ξN |
2
v +
∑
v∈MK\M
∞
K
λv(K) logmax
{
1, |ξ1|v, . . . , |ξN |v
}
≥
1
2
log(N + 1) +
1
N + 1
∑
v∈MK
λv(K) log
(
|ξ1|v · · · |ξN |v
)
=
1
2
log(N + 1)
par la formule du produit. Pour avoir l'égalité, il faut que les inégalités (2.2) et (2.3) soient
des égalités. Cei équivaut à e que |ξi|v = 1 pour tout v ∈MK et i = 1, . . . , N , 'est-à-dire
ξ ∈ Tors(TN ). 
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Considérons l'ation diagonale de Tn sur PN assoiée à l'ensemble A
∗A : T
n × PN → PN , (t, x) 7→ t ∗A x := (t
a0 x0 : · · · : t
aN xN ).
Les orbites de l'ation restreinte à XA sont en orrespondane ave l'ensemble F (QA) des
faes du polytope QA : pour haque fae P on onsidère un point eP := (eP, 0 : · · · : eP,N ) ∈
PN déni par eP, j := 1 si aj ∈ P et eP, j := 0 sinon ; la bijetion est donnée par [GKZ94,
Ch. 5, Prop. 1.9℄, [Ful93,  3.1℄
P 7→ X◦A,P := T
n ∗A eP ⊂ P
N .
Ainsi la déomposition de XA omme union disjointe des orbites de ette ation s'expliite
en
XA =
⊔
P∈F (QA)
X◦A,P . (2.4)
Posons N(P ) := Card{i ; ai ∈ P} − 1 et A(P ) = (ai ; ai ∈ P ) ∈ (Z
n)N(P )+1. On vérie
que X◦A,P ⊂ P
N
est l'orbite prinipale d'une variété torique ontenue dans un sous-espae
standard E ∼= PN(P ). Cette variété torique s'identie à la sous-variété X◦A(P ) ⊂ P
N(P )
de
dimension égale à la dimension (réelle) de la fae P , via l'inlusion anonique iP : P
N(P ) →֒
PN . On renvoie le leteur intéressé à [Ful93℄, [GKZ94℄ ou [CLO98℄ pour les propriétés de
base des variétés toriques projetives.
Le théorème 0.1 est onséquene direte de la déomposition i-dessus et du lemme 2.1.
Montrons d'abord quelques propriétés élémentaires des minimums suessifs.
Lemme 2.2
(a) Soit V ⊂ PN une variété quasi-projetive quelonque, et Z ⊂ V une sous-variété
quasi-projetive de dimension s, alors µi(V ) ≤ µs−r+i(Z) pour i = r − s+ 1, . . . , r + 1.
(b) Soit V =
⋃
j∈J Zj un reouvrement ni de V par des sous-variétés quasi-projetives de
dimension sj := dim(Zj), alors pour i = 1, . . . , r + 1
µi(V ) = min
{
µsj−r+i(Zj) ; j ∈ J, sj ≥ r − i+ 1
}
.
Démonstration. Partie (a) : Posons ℓ := r− i. Pour ε > 0 donné, on prend une sous-variété
W ⊂ V de odimension i (ou équivalemment telle que dim(W ) = ℓ) susamment grande
pour que µi(V ) ≤ µ
abs(V \W ) + ε.
On a dim(W ∩Z) ≤ ℓ et don µabs(Z \W ) ≤ µs−r+i(Z) par dénition, ar odimZ(W ∩
Z) ≥ s− ℓ = s− r + i. Puis
µabs(V \W ) ≤ µabs(Z \W )
ar V \W ⊃ Z \W ; on en onlut µi(V ) ≤ µs−r+i(Z).
Partie (b) : Par appliation direte de la partie (a), on voit que le premier terme est borné
par le deuxième. Ainsi on se réduit à démontrer l'autre inégalité.
Posons ℓ := r − i. Pour haque j ∈ J on prend une sous-variété Wj ⊂ Zj de la façon
suivante : dans le as sj ≥ ℓ + 1 on prend Wj de dimension ℓ, susamment grande pour
que µsj−r+i(Zj) ≤ µ
abs(Zj \Wj) + ε, tandis que pour le as sj ≤ ℓ on prend Wj := Zj .
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Soit
W :=
⋃
j∈J
Wj ∩ Z ⊂ Z
la lture de Zariski dans Z de la réunion des Wj . Don dim(W ) ≤ ℓ, ar J est un ensemble
ni et dim(Wj) ≤ ℓ pour tout j ∈ J . Ainsi µi(V ) ≥ µ
abs(V \W ) et de plus
µabs(V \W ) ≥ min {µabs(Zj \Wj) ; j ∈ J, sj ≥ r − i+ 1}
ar V \W ⊂
⋃
{j ; sj≥ℓ+1}
(Zj \Wj). On en déduit µi(V ) ≥ min {µsj−r+i(Zj) ; j ∈ J, sj ≥
r − i+ 1} − ε, e qui établit l'égalité. 
Démonstration du théorème 0.1. Soit B ⊂ Zn un ensemble ni quelonque, et posons M+
1 := Card(B) pour son ardinal et X◦B := ϕB(T
n) ⊂ PM pour le tore assoié. Ce tore X◦B
est en fait ontenu dans (PM )◦ et par le lemme 2.1 on a
µabs(X◦B) ≥
1
2
log(M + 1).
En outre Tors(Tn) est un ensemble dense de Tn, et don ϕB(Tors(T
n)) est aussi un ensemble
dense de X◦B. On a h(ξ) =
1
2 log(M + 1) pour tout ξ dans et ensemble, ar il est ontenu
dans Tors(TM ). Alors
µess(X◦B) ≤
1
2
log(M + 1),
et don µj(X
◦
B) =
1
2 log(M +1) pour tout 1 ≤ j ≤ dim(XB)+ 1, à ause de l'enadrement
µabs(X◦B) ≤ µj(X
◦
B) ≤ µ
ess(X◦B).
Maintenant soit P ∈ F (QA), et soit X
◦
A,P = T
n ∗A eP ⊂ P
N
l'orbite torique assoiée. La
hauteur des points est invariante par l'inlusion iP et don
µi
(
X◦A,P
)
= µi
(
X◦A(P )
)
=
1
2
logN(P )
pour i = 1, . . . ,dim(P ) + 1. Par le lemme 2.2(b) et la déomposition (2.4) on onlut
µi(XA) = min
{
µdim(P )−r+i
(
X◦A,P
)
; dim(P ) ≥ r − i+ 1
}
=
1
2
logNA(r − i+ 1),
ar e minimum est atteint sur l'ensemble des faes de QA de dimension r − i+ 1. 
Comme on l'a déjà remarqué dans l'introdution, en partiulier on a µess(XA) =
1
2
log(N+1)
et µabs(XA) = 0.
Ce résultat montre aussi que l'ensemble des minimums suessifs de XA peut être très
varié, suivant la ombinatoire de l'ensemble A (sauf pour les onditions µ1(XA) ≥ · · · ≥
µr+1(XA) = 0). Voii quelques exemples :
• L'espae projetif Pn orrespond à l'ensemble {0, e1, . . . , en} ⊂ Z
n
(ej est le j-ème veteur
de la base standard de Rn) don
µi(P
n) =
1
2
log(n− i+ 2) , i = 1, . . . , n+ 1.
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• Soit Vn, d ⊂ P
(d+nn )−1
la variété de Veronese, dénie omme l'image de l'appliation
Pn → P(
d+n
n )−1
, x 7→
(
xb ; b ∈ Nn+1, deg(b) = d
)
. Cei orrespond à l'ensemble {a ∈
Nn ; deg(a) ≤ d} ⊂ Zn et don
µi(Vn, d) =
1
2
log
(
d+ n− i+ 1
n− i+ 1
)
, i = 1, . . . , n+ 1.
• Soit Sn ⊂ P
2n−1
la variété de Segre, dénie omme l'image de la immersion (P1)n →֒
P2
n−1
via ((x10 : x11), . . . , (xn0 : xn1)) 7→
(∏n
i=1 xi ji ; ji ∈ {0, 1}
)
. Cei orrespond à
l'ensemble {0, 1}n ⊂ Zn et don
µi(Sn) =
log 2
2
(n− i+ 1) , i = 1, . . . , n+ 1.
Une sous-variété de torsion de TN est par dénition une sous-variété de la forme ω · H,
où H est un sous-groupe algébrique de TN et ω ∈ Tors(TN ) [Zha95,  6℄, [Bil97,  5℄. La
proposition 2.4 i-dessous montre que les sous-variétés de torsion réalisent, pour la hauteur
projetive, les minimums suessifs les plus petits possibles parmi les sous-variétés de TN .
Lemme 2.3 Soit H ⊂ TN un groupe algébrique de dimension r, alors il existe un ensemble
ni A = {a0, . . . , aN} ⊂ Z
r
et un sous-groupe ni G ⊂ TN tels que H = G · X◦A =
∪ω∈Gω ·X
◦
A.
Démonstration. Notons d'abord que grâe à [OV90,  3.2.3, Thm. 5℄ il existe un isomor-
phisme ψ : TN → TN et des entiers positifs cr+1, . . . , cN ∈ N
×
tels que
ψ(H) = Z(y
cr+1
r+1 − 1, . . . , y
cN
N − 1) ⊂ T
N .
Alors on a ψ(H) = F ·K ave K := Z(yr+1 − 1, . . . , yN − 1) ⊂ T
N
et
F := Z(y1 − 1, . . . , yr − 1, y
cr+1
r+1 − 1, . . . , y
cN
N − 1) ⊂ T
N .
Par [OV90,  3.2.3, Thm. 4 et Prob. 10℄ il existe des veteurs entiers v1, . . . , vN ∈ Z
N
tels
que l'inverse ψ−1 : TN → TN s'érit omme y 7→ (yv1 , . . . , yvN ).
Posons ai := (vi 1, . . . , vi r) ∈ Z
r
pour i = 1, . . . , N ; ainsi on a ψ−1(K) = ϕA(T
r) = X◦A,
G := ψ−1(F ) est un groupe ni et
H = ψ−1(F ·K) = ψ−1(F ) · ψ−1(K) = G ·X◦A.

Proposition 2.4
(a) Soit V ⊂ TN , alors µi(V ) ≥
1
2
log(N + 1) pour i = 1, . . . ,dim(V ) + 1.
(b) Soit V ⊂ TN une sous-variété de torsion, alors µi(V ) =
1
2
log(N + 1) pour i =
1, . . . ,dim(V ) + 1.
Démonstration. La partie (a) est onséquene direte du lemme 2.1. Pour la partie (b), on
remarque que le lemme préédent implique qu'il existe des ensembles nis A = {a0, . . . , aN}
⊂ Zr et J ⊂ Tors(Tn) tels que V = J ·X◦A. Par le lemme 2.2(b), il sut de onsidérer
le as irrédutible, 'est-à-dire V = ω ·X◦A ave ω ∈ Tors(T
N ).
L'ensemble ω ·ϕA(Tors(T
r)) ⊂ TN est dense dans ω ·X◦A et il est ontenu dans Tors(T
N ),
et don hι(ξ) =
1
2 log(N +1) pour tout point ξ de et ensemble. On en onlut que µi(V ) ≤
µess(V ) ≤ 12 log(N + 1) pour tout i, e qui ahève la démonstration. 
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En partiulier µi(T
N ) =
1
2
log(N + 1) pour i = 1, . . . , N + 1.
En vue de e résultat, il est naturel de se demander si la propriété (b) aratérise les sous-
variétés de torsion, parmi toutes les sous-variétés irrédutibles de TN . Plus préisément :
soit V ⊂ TN une sous-variété irrédutible qui n'est pas de torsion, et posons V ◦ pour la
réunion des sous-variétés de torsion ontenues dans V et V ∗ := V \ V ◦. Est-il vrai que
µabs(V ∗) >
1
2
log(N + 1) ? (2.5)
Par le théorème de M. Laurent [Lau84, Thm. 2℄, il n'existe qu'un nombre ni de sous-variétés
de torsion maximales ontenues dans V , e qui implique que V ∗ est un ouvert non vide.
Ainsi µess(V ) ≥ µabs(V ∗) et don une réponse armative à la question (2.5) impliquerait
une réponse aussi armative à la question soulevée préédemment, 'est-à-dire au fait que
les sous-variétés irrédutibles de TN soient aratérisées par la propriété (b) i-dessus.
Prenons à présent la notation dans [Zha95,  6℄. Soit eV ∗ le minimum absolu de V
∗
par
rapport à la hauteur de Weil ĥι. Pour un point quelonque ξ ∈ T
N
on a ĥι(ξ) +
1
2
log(N +
1) ≥ hι(ξ) et don
eV ∗ +
1
2
log(N + 1) ≥ µabs(V ∗).
On en déduit que une réponse armative à la question (2.5) i-dessus représenterait aussi un
ranement du problème de Bogomolov sur le tore TN [Zha95, Thm. 6.2℄, [Bil97, Thm. 5.1(b)℄.
3 Estimations des hauteurs
Dans e paragraphe nous obtenons les estimations pour la hauteur des variétés projetives
à partir des résultats du paragraphe préédent.
La répartition des points algébriques de petite hauteur d'une sous-variété est en étroite
relation ave le degré et la hauteur globale de la sous-variété en question. Le lien est donné par
le théorème des minimums suessifs [Zha95, Thm. 5.2℄ : pour une sous-variété irrédutible
V ⊂ PN de dimension r
µ1(V ) + · · ·+ µr+1(V ) ≤
h(V )
deg(V )
≤ (r + 1)µ1(V ). (3.1)
On renvoie à [DP98, Thm. 3.1℄ pour une démonstration élémentaire, basée sur les théorèmes
de Bézout et de Hilbert-Samuel arithmétiques.
Tout d'abord, il est naturel de se demander si es estimations sont préises pour des as
partiuliers. Le théorème 0.1 montre que déjà pour les espaes projetifs, auune de es
estimations n'est exate : on a
µ1(P
n) + · · ·+ µn+1(P
n) < h(Pn) < (n+ 1)µ1(P
n),
ar h(Pn) =
n+ 1
2
n+1∑
j=2
1
j
[BGS94, Lem. 3.3.1℄, et d'après le théorème 0.1
µ1(P
n)+· · ·+µn+1(P
n) =
1
2
log(n+1)+· · ·+
1
2
log(1) , (n+1)µ1(P
n) =
n+ 1
2
log(n+1).
Le résultat suivant est une onséquene direte du théorème 0.1 et des estimations (3.1) :
11
Corollaire 3.1 (du théorème 0.1) Soit A = {a0, . . . , aN} ⊂ Z
n
un ensemble ni de dimen-
sion r, alors
1
2
(
logNA(r) + · · ·+ logNA(0)
)
Vol(A) ≤ h(XA) ≤
(r + 1)
2
log(N + 1)Vol(A).
Soit A = {a0, . . . , aN} ⊂ Z
n
un ensemble ni et α ∈ (Q
×
)N+1 un veteur à oordonnées
algébriques, et onsidérons l'appliation monomiale
ϕA,α : T
n → PN , t 7→ (α0 t
a0 : · · · : αN t
aN ).
La variété monomiale XA,α ⊂ P
N
assoiée est dénie omme étant la lture de Zariski de
l'image de ette appliation, 'est-à-dire XA,α := ϕA,α(Tn). Les variétés toriques projetives
sont des as partiuliers des variétés monomiales (orrespondant au as α = (1, . . . , 1)) et
quelques unes des estimations préédentes peuvent s'étendre sans diulté à ette situation
plus générale.
Notons que XA,α et XA sont linéairement isomorphes par l'appliation diagonale
PN → PN , (x0 : · · · : xN ) 7→ (α
−1
0 x0 : · · · : α
−1
N xN ),
et don elles jouissent des mêmes propriétés géométriques ; en partiulier dim(XA,α) =
dim(A) et deg(XA,α) = Vol(A). Pour une fae P ∈ F (QA) du polytope QA ⊂ R
n
, on
notera
α(P ) := (αi ; ai ∈ P ) ∈ (Q
×
)N(P )+1.
Proposition 3.2 Soit A = {a0, . . . , aN} ⊂ Z
n
un ensemble ni de dimension r et α ∈
(Q
×
)N+1, alors
• µi(XA,α) ≤ min
{
h(α(P )) ; P ∈ F (QA), dim(P ) = r− i+1
}
pour i = 1, . . . , r+1, et
• h(XA,α) ≤
r + 1
2
h(α)Vol(A).
La démonstration suit exatement la démarhe de elles du théorème 0.1 et du orollaire 3.1.
Remarquons que la majoration pour les minimums suessifs n'est plus une égalité dans le
as général (onsidérer l'exemple A := {0, 1} ∈ Z et α := (1, 2) ∈ Q2).
Plus généralement, ette méthode nous permet d'estimer le omportement du minimum
essentiel et de la hauteur des variétés par rapport à des morphismes. Soit ϕ : PN → PM
une appliation rationnelle dénie par des formes ϕ0, . . . , ϕM ∈ Q[x0, . . . , xN ] de degré d.
On dénit son degré par deg(ϕ) := d, et sa hauteur h
W
(ϕ) par la formule
h
W
(ϕ) :=
∑
v∈M∞
K
λv(K) log
√
||ϕ0||2
W,v + · · ·+ ||ϕM ||
2
W,v
+
∑
v∈MK\M
∞
K
λv(K) logmax
{
|ϕ0|v, . . . , |ϕM |v
}
,
où K est un orps de nombres ontenant les oeients de ϕ ; pour v ∈M∞K on désigne par
|| · ||
W,v la métrique de Weyl relative à la plae v, voir le paragraphe 1.
Proposition 3.3 Soit ϕ : PN → PM une appliation rationnelle, V ⊂ PN une sous-
variété irrédutible de dimension r et Z := ϕ(V ) ⊂ PM l'image de V par ϕ, alors
µess(Z) ≤ h
W
(ϕ) + deg(ϕ)µess(V ) ,
h(Z)
deg(Z)
≤ (r + 1)
(
h
W
(ϕ) + deg(ϕ)
h(V )
deg(V )
)
.
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Démonstration. Soit ξ ∈ Q
N+1
. Pour v ∈M∞K
log ||ϕ(ξ)||2,v ≤ log
√
||ϕ0||2
W,v + · · · + ||ϕM ||
2
W,v + d log ||ξ||2,v
omme onséquene de l'inégalité (1.1), tandis que pour v ∈MK \M
∞
K on a
log max
{
|ϕ0(ξ)|, . . . , |ϕM (ξ)|
}
≤ logmax
{
|ϕ0|v, . . . , |ϕM |v
}
+ d log max
{
|ξ0|v, . . . , |ξN |v|
}
grâe à l'inégalité ultramétrique. On en obtient h
(
ϕ(ξ)
)
≤ h
W
(ϕ)+ dh(ξ) par sommation
sur MK .
Maintenant soit ε > 0 quelonque, et soit Y ⊂ Z une sous-variété propre tel que µess(Z) ≤
µabs(Z \ Y ) + ε. Considérons alors la lture de Zariski X := ϕ−1(Y ) ⊂ PN , qui est une
sous-variété propre de V tel que ϕ(X) = Y . On a
µabs(Z \ Y ) ≤ h
W
(ϕ) + dµabs(V \X) ≤ h
W
(ϕ) + dµess(V ),
e qui démontre la majoration pour le minimum essentiel. L'estimation pour le quotient
h(Z)/deg(Z) suit diretement de ette majoration et des estimations (3.1). 
Comme une autre onséquene du théorème des minimums suessifs, on déduit la mino-
ration suivante pour la hauteur d'une variété projetive non ontenue dans la réunion des
hyperplans oordonnés :
Corollaire 3.4 (de la proposition 2.4(a)) Soit V ⊂ PN une sous-variété irrédutible tel que
V 6⊂ Z(x0 · · · xN ), alors
h(V ) ≥
1
2
log(N + 1) deg(V ).
Posons r := dim(V ). Lorsque la odimension de V est grande, et plus préisément lorsque
1
2
log(N + 1) < h(Pr) =
r
2
(log(r + 1) + O(1)), e résultat améliore la minoration h(V ) ≥
h(Pr) deg(V ) (r := dim(V )) due à J.-B. Bost, H. Gillet et C. Soulé [BGS94, Prop. 4.1.2(i)
et Thm. 5.2.3℄. Notons que ette minoration est équivalente à la positivité de la hauteur des
sous-variétés onsidérée dans ette référene.
Considérons maintenant la majoration pour la taille des oeients du résultant reux.
Soit A := {a0, . . . , aN} ⊂ Z
n
un ensemble ni tel que LA = Z
n
. Pour haque i = 0, . . . , n,
on introduit un groupe de N + 1 variables Ui = {Ui 0, . . . , Ui n} et posons
Fi :=
N∑
j=0
Ui j x
aj ∈ Q[Ui][x
±1
1 , . . . , x
±1
n ]
pour le polynme de Laurent générique de support A. Soit
ΩA :=
{
(ν0, . . . , νn; ξ) ∈ (P
N )n+1 × Tn ; Fi(νi, ξ) = 0, i = 0, . . . , n
}
⊂ (PN )n+1 × Tn
la variété d'inidene de F0, . . . , Fn sur T
n
, et soit π : (PN )n+1×Tn → (PN )n+1 la projetion
anonique. Alors π(ΩA) ⊂ (P
N )n+1 est une sous-variété irrédutible de odimension 1, et
le A-résultant (ou résultant reux) RésA est déni omme étant l'unique (à un signe près)
polynme irrédutible dénissant ette hypersurfae [GKZ94, Ch. 8, Prop.-Defn. 1.1℄.
En fait, le A-résultant oïnide ave la forme de Chow de la variété torique projetive XA
[GKZ94, Ch. 8, Prop. 2.1℄. On peut estimer de façon routinière la taille maximale h
sup
(RésA)
de ses oeients, à partir de la majoration pour h(XA).
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Démonstration du orollaire 0.2. Le A-résultant est , par dénition, un polynme primitif
('est-à-dire ses oeients sont premiers entre eux) et don de hauteur loale nulle pour
toutes les plaes ultramétriques. Ainsi
h(XA) = m
(
RésA ; S
n+1
N+1
)
+ (n+ 1)
( N∑
i=1
1
i
)
Vol(A),
où m
(
RésA ; S
n+1
N+1
)
désigne la Sn+1N+1-mesure du polynme RésA, voir le paragraphe 1. Don
h
sup
(RésA) ≤ m(RésA) + (n + 1) log(N + 1)Vol(A)
≤ h(XA) + (n+ 1) log(N + 1)Vol(A)
≤
3
2
(n + 1) log(N + 1)Vol(A),
où m(RésA) désigne la mesure de Mahler de RésA. La première inégalité est onséquene
de [KPS01, Lem. 1.1℄ en regardant RésA omme un polynme en n + 1 groupes de N + 1
variables haun, homogène de degré Vol(A) dans haque groupe. La deuxième et la troisième
inégalités sont des onséquenes de [KPS01, Ineq. (1.2)℄ et du orollaire 3.1, respetivement.

4 Un analogue arithmétique du théorème de Koushnirenko
Dans e paragraphe on démontre un analogue arithmétique du théorème de Koushnirenko
pour la hauteur des solutions d'un système d'équations polynomiales. On présente aussi des
variantes de e résultat pour le as des intersetions impropres.
Soit A := {a0, . . . , aN} ⊂ Z
n
un ensemble ni. Pour une sous-variété irrédutible V ⊂ Tn,
on onsidère son A-degré et sa A-hauteur, respetivement dénis par
degA(V ) := deg(ϕA(V )) , hA(V ) := h(ϕA(V )).
On étend par linéarité es dénitions au groupe des yles Z(Tn) du tore Tn. Pour une
sous-variété quelonque V ⊂ Tn, on dénit son A-degré et sa A-hauteur omme eux de son
yle assoié.
Dans la suite on dénit un produit d'intersetion entre yles et diviseurs de Tn. Tout
d'abord, remarquons que tout diviseur de Cartier D ∈ Div(Tn) est prinipal ar l'anneau
Q[x±11 , . . . , x
±1
n ] est fatoriel. Posons alors fD ∈ Q[x
±1
1 , . . . , x
±1
n ] pour le polynme de Lau-
rent (unique à un fateur salaire près) dénissant D.
Soit V ⊂ Tn une sous-variété irrédutible non ontenue dans le support |D| ⊂ Tn du diviseur
D. Pour haque omposante irrédutible C ∈ Irr(V ∩ |D|) de l'intersetion ensembliste
V ∩ |D| on onsidérera la multipliité d'intersetion lassique dénie par la longueur
ℓ(V,D ; C) := lg
(
Q[V ]/(fD)
)
I(C)
,
où I(C) ⊂ R := Q[x±11 , . . . , x
±1
n ] désigne l'idéal premier de dénition de C et lg la longueur
du RI(C)-module
(
Q[V ]/(fD)
)
I(C)
. Pour une sous-variété irrédutible V ⊂ Tn et un diviseur
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D ∈ Div(Tn) quelonques on dénit le produit
[V ] ·D :=
{ ∑
C∈Irr(V ∩|D|) ℓ(V,D ; C) [C] si V 6⊂ |D|,
[V ] sinon,
et on l'étend par linéarité en un aouplement
Z(Tn)×Div(Tn)→ Z(Tn) , (Z,D) 7→ Z ·D.
Pour plusieurs diviseurs D1, . . . ,Ds on pose Z · D1 · D2 · · ·Ds :=
(
(Z · D1) · D2
)
· · ·Ds ;
notons que e yle dépend de l'ordre des diviseurs hoisi.
Dénition 4.1 Soit Z ∈ Z(Tn) un yle eetif et D1, . . . ,Ds ∈ Div(T
n) des diviseurs
eetifs, alors
Z ·D1 · · ·Ds =
∑
C
m(C) [C],
où C parours l'ensemble des sous-variétés irrédutibles de l'intersetion ensembliste |Z| ∩
|D1| ∩ · · · ∩ |Ds| et m(C) ∈ N ave m(C) = 0 sauf pour une nombre ni des C. Cet entier
m(Z,D1, . . . ,Ds ; C) := m(C)
est par dénition la multipliité d'intersetion de Z ave D1, . . . ,Ds le long de C.
On vérie aisément m(C) ≥ 1 lorsque C est une omposante isolée de |Z|∩ |D1|∩ · · ·∩ |Ds|,
et don le degré et la hauteur de l'intersetion ensembliste sont majorés par eux du yle
intersetion :
degA(|Z| ∩ |D1| ∩ · · · ∩ |Ds|) ≤ degA(Z ·D1 · · ·Ds),
hA(|Z| ∩ |D1| ∩ · · · ∩ |Ds|) ≤ hA(Z ·D1 · · ·Ds).
Par la suite on montre que pour une omposante propre C de l'intersetion d'une famille de
diviseurs de Tn, ette multipliité oïnide ave la longueur ; on démontre aussi la multil-
inéarité de m(C).
Lemme 4.1 Soient D1, . . . ,Ds ∈ Div(T
n) et soit C ⊂ Tn une omposante irrédutible de
dimension n− s de |D1| ∩ · · · ∩ |Ds|, alors
(a) m(Tn,D1, . . . ,Ds ; C) = lg
(
Q[x±11 , . . . , x
±1
n ]/(fD1 , . . . , fDs)
)
I(C)
, et
(b) l'appliation Zs → Z, (k1, . . . , ks) 7→ m(T
n, k1D1, . . . , ksDs ; C) est multilinéaire.
Démonstration. Considérons d'abord la partie (a), qu'on démontrera par réurrene en s.
Le as s = 0 étant trivial, on onsidère le as s ≥ 1 en supposant que l'énoné est valable
pour s− 1.
Soit R := Q[x±11 , . . . , x
±1
n ], a := (fD1 , . . . , fDs−1) ⊂ R, p := I(C) ⊂ R, et A := (R/a)p.
Autrement dit,
(
A, (p)
)
est l'anneau loal OV,C de V le long de C. On a dim(a) = n− s+1
et dim(p) = n − s = dim(a) − 1, e qui entraîne que A est un anneau de dimension 1.
En outre, le polynme de Laurent f := fDs ∈ R appartient à p et 'est un non-diviseur
de zéro de A. On en déduit que A est Cohen-Maaulay ar en dimension 1, un anneau est
Cohen-Maaulay si et seulement si il ontient un non diviseur de zéro.
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Aussi on a dim
(
A/(f)
)
= 0 ar f est un non-diviseur de zéro ; on onsidère alors la multi-
pliité de Samuel e
(
(f), A
)
de f dans A [FOV99, Se. 1.2℄.
Soit q ∈ Ass(A) un idéal premier assoié de A quelonque. Similairement on démontre que(
A/q, (p)
)
est un anneau loal Cohen-Maaulay de dimension 1 ; en fait 'est un domaine.
À nouveau dim
(
A/(q+ f)
)
= 0 et on onsidère aussi la multipliité e
(
(f), A/q
)
de f dans
A/q.
On vérie que f est un G-paramètre pour
(
A, (p)
)
et pour
(
A/q, (p)
)
, voir [FOV99, Defn.
1.2.10℄, et don
e
(
(f), A
)
= lg
(
A/(f)
)
, e
(
(f), A/q
)
= lg
(
A/(q+ f)
)
grâe à [FOV99, Cor. 1.2.13℄. La formule d'assoiativité [FOV99, Thm. 1.2.8℄ entraîne
lg
(
A/(f)
)
= e
(
(f), A
)
=
∑
q∈Ass(A)
lg(Aq) e
(
(f), A/q
)
=
∑
q∈Ass(A)
lg(Aq) lg
(
A/(q + f)
)
,
et on en onlut
m(C) =
∑
q∈Ass(A)
m
(
Tn,D1, . . . ,Ds−1 ; Z(q)
)
ℓ
(
Z(q),Ds ; C
)
=
∑
q∈Ass(A)
lg(Aq) lg
(
A/(q+ f)
)
= lg
(
A/(f)
)
,
ar m
(
Tn,D1, . . . ,Ds−1 ; Z(q)
)
= lg(Aq) par l'hypothèse de réurrene.
D'après e qu'on vient de voir, la partie (b) se ramène à vérier e
(
(fk), A
)
= k e
(
(f), A
)
pour tout k ∈ N×.
Cei est une onséquene direte des dénitions : soit P
(f)
A et P
(fk)
A les fontions de Hilbert-
Samuel de
(
(f), A
)
et de
(
(fk), A
)
respetivement, voir [FOV99,  1.2℄. Alors
P
(fk)
A (t) = lg
(
A/(fk)t
)
= lg
(
A/(fk t)
)
= P
(f)
A (k t)
et don e
(
(fk), A
)
t + O(1) = P
(fk)
A (t) = P
(f)
A (k t) = e
(
(fk), A
)
k t + O(1) pour t ≫ 0, e
qui établi l'égalité herhée. 
Pour un polynme de Laurent f ∈ Q[x±11 , . . . , x
±1
n ], on note h2(f) la hauteur assoiée à la
norme ℓ2, voir le paragraphe 1.
Lemme 4.2 Soit A ⊂ Zn un ensemble ni tel que LA = Z
n
, f1, . . . , fs ∈ Q[x
±1
1 , . . . , x
±1
n ]
des polynmes de Laurent tels que Supp (fi) ⊂ A pour i = 1, . . . , s et Z ∈ Z(T
n) un yle
eetif, alors
degA
(
Z · div(f1) · · · div(fs)
)
≤ degA(Z),
hA
(
Z · div(f1) · · · div(fs)
)
≤ hA(Z) + degA(Z)
s∑
i=1
h2(fi).
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Démonstration. Il sut de démontrer le as s := 1 de l'énoné, ar le as général s'en suit
par itération. En plus, par linéarité on peut se ramener au as où Z = [V ], où V ⊂ Tn
est une sous-variété irrédutible. Le as V ⊂ Z(f1) étant évident, on suppose sans perte de
généralité V non ontenue dedans Z(f1).
Soit W := ϕA(V ) ⊂ P
N
ave N + 1 = Card(A), et notons ℓ := (ϕ∗A)
−1(f) ∈ Q[y0, . . . , yN ]
la forme linéaire orrespondant au polynme de Laurent f := f1.
L'hypothèse LA = Z
n
équivaut à e que ϕA : T
n → X◦A soit un isomorphisme, e qui
implique que la restrition ϕA : V → W est aussi un isomorphisme. On en déduit l'égalité
des yles
(ϕA)∗
(
V · div(f)
)
:=
∑
C∈Irr(V ∩Z(f))
ℓ(V,div(f) ; C) [ϕA(C)] =W · div(ℓ) ∈ Z(T
n),
et don degA
(
V · div(f)
)
= deg
(
W · div(ℓ)
)
et hA
(
V · div(f)
)
= h
(
W · div(ℓ)
)
.
La lture de Zariski W ⊂ PN n'est pas ontenue dans Z(ℓ) et don
deg
(
W · div(ℓ)
)
= deg(W ) , h
(
W · div(ℓ)
)
= h(W ) + deg(W )hW (ℓ),
par le théorème de Bézout arithmétique dans la version de [Phi95, Prop. 4℄. Ii hW (ℓ)
désigne la hauteur de ℓ relative à la sous-variété W , on renvoie à [Phi95, p. 355℄ pour sa
dénition préise. Cette hauteur est bornée par hW (ℓ) ≤ h2(ℓ), e qui est établi au ours de
la démonstration de [Phi95, Prop. 4℄.
En outre, le yle W · div(ℓ) est la restrition de W · div(ℓ) à l'ouvert TN →֒ PN , et don
deg
(
W · div(ℓ)
)
≤ deg
(
W · div(ℓ)
)
= deg(W ) = degA(V ),
et similairement
h
(
W · div(ℓ)
)
≤ h
(
W · div(ℓ)
)
≤ h(W ) + deg(W )h2(ℓ) = hA(V ) + degA(V )h2(f).
Ainsi on a établi degA
(
V ·div(f)
)
≤ degA(V ) et hA
(
V ·div(f)
)
≤ hA(V )+degA(V )h2(f).

Soit Q ⊂ Rn un polytope rationnel et AQ := Q ∩ Z
n
l'ensemble de ses points entiers.
La Q-hauteur de Weil d'un point ξ ∈ PN se ompare ave sa AQ-hauteur projetive : on a
ĥQ(ξ) ≤ hA(ξ) ≤ ĥQ(ξ) +
1
2
log(Card(A)).
L'appliation Q 7→ ĥQ est additive par rapport à la somme de Minkowski des polytopes, et
invariante par translations :
Lemme 4.3
(a) Soit P,Q ⊂ Rn des polytopes rationnels, alors ĥP+Q = ĥP + ĥQ.
(b) Soit Q ⊂ Rn un polytope rationnel et b ∈ Zn, alors ĥb+Q = ĥQ.
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Démonstration. Soit A ⊂ Zn un ensemble ni quelonque et ĥA la A-hauteur de Weil
assoiée, voir le paragraphe 1. Soit c ∈ Conv(A)∩Zn, et prenons des des réels non-négatifs
{ra ∈ R+ ; a ∈ A} tels que
∑
a∈A ra a = c et
∑
a∈A ra = 1. Pour ξ ∈ T
n
et v ∈MK on a
|ξc|v =
∏
a∈A
|ξa|rav ≤ max
{
|ξa|v ; a ∈ A
}
;
ainsi on a montré ĥA(ξ) = ĥ
Conv(A)(ξ).
Maintenant soit B := P ∩Zn et A := Q∩Zn. La partie (a) se déduit de l'identité Conv(B+
A) = P + Q due à [CLO98, Ch. 7, Prop. 4.3℄, tandis que la partie (b) est onséquene
immédiate de la partie (a) et de la formule du produit. 
Considérons à présent la hauteur h1(f) assoiée à la norme ℓ
1
, voir le paragraphe 1. Cette
hauteur se ompare ave la hauteur h2 ; on a h2(f) ≤ h1(f) ≤ h2(f)+
1
2
log
(
Card(Supp (f))
)
.
En plus, elle est sous-additive : pour f, g ∈ Q[x±11 , . . . , x
±1
n ] on a
h1(f g) ≤ h1(f) + h1(g).
Le théorème 0.3 est le as K := Q de l'énoné suivant :
Théorème 4.4 Soient f1, . . . , fn ∈ K[x
±1
1 , . . . , x
±1
n ] des polynmes de Laurent à oe-
ients dans K, et posons Q := N (f1, . . . , fn) ⊂ R
n
.
Soit Z(f1, . . . , fn)0 l'ensemble des points isolés de Z(f1, . . . , fn) ⊂ T
n
. Pour haque point
ξ dans et ensemble on note ℓ(ξ) := dimQ
(
Q[x±11 , . . . , x
±1
n ]/(f1, . . . , fn)
)
I(ξ)
la multipliité
d'intersetion de f1, . . . , fn en ξ. Alors∑
ξ∈Z(f1,...,fn)0
ℓ(ξ) ĥQ(ξ) ≤ n!Voln(Q)
n∑
i=1
h1(fi).
S upposons pour le moment LQ∩Zn = Z
n
. Soit k ∈ N×, et posons Ak := (k Q) ∩ Z
n
. Soit
a ∈ Q ∩ Zn = A1 un veteur entier dans Q quelonque, alors (k − 1) a+A1 ⊂ Ak et don
LAk ⊃ LA1 = Z
n
par hypothèse, e qui entraîne LAk = Z
n
.
Les polynmes de Laurent fk1 , . . . , f
k
n sont supportés dansAk ; alors leur applique le lemme 4.2
et on trouve
hAk
(
Tn · div(fk1 ) · · · div(f
k
n)
)
≤ hAk(T
n) + degAk(T
n)
n∑
i=1
h2(f
k
i ).
Soit V := Z(f1, . . . , fn) ⊂ T
n
et posons ℓk(ξ) := dimQ
(
Q[x±11 , . . . , x
±1
n ]/(f
k
1 , . . . , f
k
n)
)
I(ξ)
pour haque point isolé ξ ∈ Z(fk1 , . . . , f
k
n)0 = V0. La positivité des multipliités d'interse-
tion et du lemme 4.1(a) entraînent∑
ξ∈V0
ℓk(ξ) ĥkQ(ξ) ≤
∑
C
m(C)hAk (C) = hAk
(
Tn · div(fk1 ) · · · div(f
k
n)
)
,
ar Conv(Ak) = kConv(A1) = k Q et ĥkQ(ξ) ≤ hAk(ξ). En outre, degAk(T) = Vol(Ak) =
n!Voln(k Q) ar LAk = Z
n
et on obtient
hAk(T
n) + degAk(T
n)
n∑
i=1
h2(f
k
i ) ≤ n!Voln(k Q)
(1
2
(n+ 1) log(Card(Ak)) +
n∑
i=1
h1(f
k
i )
)
en utilisant aussi la majoration pour la hauteur de la variété torique XAk (orollaire 3.1) et
l'estimation h2(fi) ≤ h1(fi).
Ensuite, on a ℓk(ξ) = k
n ℓ(ξ) par le lemme 4.1(b) et ĥkQ(ξ) = k ĥQ(ξ) grâ6e à l'additivité
de la hauteur ĥ
(
lemme 4.3(a)
)
. Aussi on a Voln(k Q) = k
n
Voln(Q) et h1(f
k
i ) ≤ k h1(fi).
Soient b ∈ Zn et d ∈ N× tels que Q ⊂ b+dS, où S désigne le simplex standard de Rn. Alors
kQ ⊂ k b + k dS et don log(Card(Ak)) ≤ log
(
Card((k b + k dS ∩ Zn))
)
= log
(
k d+n
n
)
=
Ok(log k) (ii la notation Ok réfère à la dépendane en k). On en obtient∑
ξ∈V0
ℓ(ξ) ĥQ(ξ) ≤ n!Voln(Q)
n∑
i=1
h1(fi) +Ok
( log k
k
)
,
d'où on onlut en faisant k →∞.
Maintenant onsidérons le as général où dim(Q) = n. Soit LA le sous-module de Z
n
engendré par les diérenes des veteurs dans A := Q ∩ Zn, qui est un sous-réseau de Zn,
mais pas forement égal à Zn. On montre dans la suite que e as se réduit au as préédent.
Soient c1, . . . , cn ∈ N
×
les fateurs élémentaires de LA, et v1, . . . , vn ∈ Z
n
des veteurs
entiers formant une base de Zn tels que c1 v1, . . . , cn vn soit une base de LA.
Soit β : Zn → Zn l'appliation linéaire dénie par vi 7→ ci vi, qui est un isomorphisme
entre Zn et LA. Soit B := β
−1(A) ⊂ Zn et P := Conv(B) ⊂ Rn. On a LB = Z
n
et don
Vol(B) = n!Voln(P ) = n!Voln(Q)/γ, où γ := c1 · · · cn est l'indie du réseau LA.
Soit ψ : Tn → Tn le morphisme déni par t 7→
(
tβ(e1), . . . , tβ(en)
)
où les ej désignent les
veteurs de la base standard de Rn, de telle sorte que ϕA = ϕB ◦ ψ.
Considérons l'inlusion d'anneaux ψ∗ : B := Q(Tn) →֒ A := Q(Tn) ; on note que
ψ∗(B) = Q[x±β(e1), . . . , x±β(en)] ⊂ A = Q[x±11 , . . . , x
±1
n ]
et don ψ∗ est nie, ar les veteurs β(e1), . . . , β(en) sont linéairement indépendants.
Notons K := ψ∗(B)(0) ⊂ L := A(0) les orps des frations respetifs ; on a Card(ψ
−1(ξ)) =
γ pour tout ξ ∈ Tn et don [L : K] = γ.
Soit gi := (ψ
∗)−1(fi) ∈ B pour i = 1, . . . , n, et posons g := (g1, . . . , gn) ⊂ B et f :=
(f1, . . . , fn) =
(
ψ∗(g)
)
⊂ A. Soit W := Z(g) ⊂ Tn la variété dénie par g1, . . . , gn. Soit
η ∈ W0 un point isolé, I(η) ⊂ B son idéal, et notons ℓ(η) = lg(B/g)I(η) la multipliité
d'intersetion de g1, . . . , gn en η.
On remarque que BI(η) est un anneau loal, AI(η) est un BI(η)-module ni de dimension n,
et dim
(
AI(η)/f
)
= 0. Par la formule d'assoiativité [FOV99, Thm. 1.2.8℄ on obtient
e(g, AI(η)) = lg(AI(η))(0) e(g, BI(η)),
ar l'idéal (0) ⊂ BI(η) est le seul idéal premier minimal de AI(η). On remarque aussi que
BI(η) est un anneau Cohen-Maaulay et que g1, . . . , gn est un système de G-paramètres
pour g, et don e(g, BI(η)) = lg(B/g)I(η) = ℓ(η) par [FOV99, Cor. 1.2.13℄. Similairement
on trouve e(g, AI(η)) = lg(A/f)I(η).
L'anneau (A/f)I(η) est artinien et don lg(A/f)I(η) =
∑
ξ∈ψ−1(η) lg(A/f)I(ξ) =
∑
ξ∈ψ−1(η) ℓ(ξ).
Finalement lg(AI(η))0 = [L : K] = γ ; en regroupant l'information obtenue on trouve∑
ξ∈ψ−1(η)
ℓ(ξ) = γ ℓ(η).
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En plus on a ĥQ(ξ) = ĥP (η) pour tout ξ ∈ ψ
−1(η), ar ϕA(ξ) = ϕB(η). On observe aussi
que N (gi) ⊂ P et que LP∩Zn = Z
n
. Ainsi on est dans les onditions du as préédent, d'où
on déduit∑
ξ∈V0
ℓ(ξ) ĥQ(ξ) = γ
∑
η∈W0
ℓ(η) ĥP (η) ≤ γ n!Voln(P )
n∑
i=1
h1(gi) = n!Voln(Q)
n∑
i=1
h1(fi).
Le seul as qui reste est dim(Q) < n. Dans ette situation, la variété torique XA ⊂ P
N
est aussi de dimension < n et don les bres de l'appliation ϕA : T
n → PN sont toutes de
dimension > 0 grâe au théorème de dimension des bres [Sha74,  I.6.3℄. Soient ℓ1, . . . , ℓn ∈
Q[y0, . . . , yN ] les formes linéaires orrespondant à f1, . . . , fn, de sorte que
V = ϕ−1A
(
XA ∩ Z(ℓ1, . . . , ℓn)
)
⊂ Tn
et don V0 = ∅. Aussi on a Voln(Q) = 0, et don l'énoné se réduit à l'inégalité triviale
0 ≤ 0. 
Ce résultat améliore le as non-mixte du théorème de Bernstein-Koushnirenko arithmétique
dû à Maillot [Mai00, Cor. 8.2.3℄. Ave les notations et les hypothèses du théorème 4.4, le
résultat de Maillot s'érit∑
ξ∈Z(f1,...,fn)0
ℓ(ξ) ĥQ(ξ) ≤ n!Voln(Q)
n∑
i=1
(
m(fi) + L(Q)
)
, (4.1)
où m(fi) désigne la mesure de Mahler de fi, et L(Q) est une onstante positive assoiée à
Q. Le point faible de e résultat est son ineetivité, due à la présene de ette onstante
L(Q) qu'on ne sait pas ontrler en général.
Remarque 4.2 Le seul as où l'on dispose d'un ertain ontrle de L(Q) est quand le
polytope Q est absolument simple ; dans e as
L(Q) ≤ 3
(1
2
log(n− 1) + 1
)
N(Q) (4.2)
pour n ≥ 2, où N(Q) désigne la norme de Q [Mai00, Defn. 8.1.5 et Prop. 8.1.6℄. Pourtant,
il n'est pas possible de réupérer le théorème 4.4 à partir des inégalités (4.1) et (4.2) même
dans ette situation restreinte, omme le montre l'exemple suivant :
Posons Q0 := [0, d]
n ⊂ Rn, qui est un polytope absolument simple de norme N(Q0) = n d.
Soit f ∈ Z[x±11 , . . . , x
±1
n ] un polynme à support ontenu dans Q0. Le [KPS01, Lem. 1.1℄
implique log |f | ≤ m(f) + n d log 2, en regardant f omme un polynme en n groupes de 1
variable haun, de degré partiel borné par d en haque variable. Ainsi
h1(f) ≤ log ||f ||1
≤ m(f) + n d log 2 + n log(d+ 1)
< m(f) + 3n d
(1
2
log(n− 1) + 1
)
= m(f) + 3
(1
2
log(n− 1) + 1
)
N(Q0).
On en déduit que le théorème 4.4 est (du moins pour et exemple) plus fort que l'inégalité
qui résulte d'appliquer l'estimation (4.2) dans l'inégalité (4.1).
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Comme une onséquene simple du théorème 4.4, on déduit l'inégalité de Bézout arithmé-
tique suivante pour la hauteur de Weil des points de Tn :
Corollaire 4.5 Soient f1, . . . , fn ∈ Q[x1, . . . , xn] des polynmes (ordinaires) de degré borné
par d et V := Z(f1, . . . , fn) ⊂ T
n
, alors
∑
ξ∈V0
ℓ(ξ) ĥ(ξ) ≤ dn−1
n∑
i=1
h1(fi).
Démonstration. Soit S ⊂ Rn le simplex standard, alors Supp (fi) ⊂ dS et don
∑
ξ∈V0
ℓ(ξ) ĥdS(ξ) ≤ n!Voln(dS)
n∑
i=1
h1(fi)
par le théorème 4.4. L'énoné est impliqué par les identités ĥdS(ξ) = d ĥ(ξ) (onséquene
du lemme 4.3(a)) et Voln(dQ) =
dn
n!
. 
Il est naturel de se demander si l'on peut obtenir une majoration similaire à elle du
théorème 4.4 pour la hauteur ĥ à la plae de ĥQ. L'exemple suivant montre que la réponse
à ette question est négative dans le as général :
Example 4.3 Soit d,H ∈ N× et posons
f1 := x1 −H, f2 := x2 x
−d
1 −H, . . . , fn := xn x
−d
n−1 −H ∈ Z[x
±1
1 , . . . , x
±1
n ].
Cei est un système de polynmes de Laurent de hauteur h1(fi) = log(H + 1) et polytope
de Newton
Q := N (f1, . . . , fn) = Conv
(
{0, e1, e2 − d e1, . . . , en − d en−1}
)
⊂ Rn
de volume 1. Pourtant
V := Z(f1, . . . , fn) =
{(
H,H1+d, . . . ,H1+d+···+d
n−1)}
⊂ Tn
est un ensemble à un seul point (en aord ave le théorème de Koushnirenko géométrique)
mais de grande hauteur, ar ĥ(V ) =
(
1 + d+ · · · + dn−1
)
logH.
Cependant ĥQ(V ) = logH, e qui est bien en aord ave la majoration ĥQ(V ) ≤ n log(H+
1) prédite par le théorème 4.4.
Toutefois, une telle majoration est valable dès que Q ontient le simplex standard :
Proposition 4.6 Dans les notations et hypothèses du théorème 4.4, supposons de plus qu'il
existe b ∈ Zn tel que b+ S ⊂ Q, où S désigne le simplex standard de Rn, alors
∑
ξ∈Z(f1,...,fn)0
ℓ(ξ) ĥ(ξ) ≤ n!Voln(Q)
n∑
i=1
h1(fi).
Démonstration. On a ĥ(ξ) = ĥb+S(ξ) ≤ ĥQ(ξ) 6e au lemme 4.3(b). Le reste est une
onséquene direte du théorème 4.4. 
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Le résultat suivant généralise le théorème de Koushnirenko arithmétique au as des inter-
setions arbitraires, bien qu'ave la restrition LA = Z
n
et une majoration légèrement plus
faible quand on se met dans les hypothèses du théorème 4.4. On trouve ainsi une inégalité
de type ensembliste, dans l'esprit de l'inégalité de Bézout due à J. Heintz [Hei83℄.
Proposition 4.7 Soit A ⊂ Zn un ensemble ni tel que LA = Z
n
et f1, . . . , fs ∈ Q[x
±1
1 ,
. . . , x±1n ] des polynmes de Laurent tels que Supp (fi) ⊂ A pour i = 1, . . . , s, alors
degA
(
Z(f1, . . . , fs)
)
≤ degA
(
div(f1) · · · div(fs)
)
≤ Vol(A),
hA
(
Z(f1, . . . , fs)
)
≤ hA
(
div(f1) · · · div(fs)
)
≤ Vol(A)
(1
2
(n + 1) log(Card(A)) +
s∑
i=1
h2(fi)
)
.
Démonstration. C'est une onséquene direte de la relation entre le degré et la hauteur
du yle div(f1) · · · div(fs) et eux de son support Z(f1, . . . , fs), du lemme 4.2 et de l'esti-
mation pour h(XA) (orollaire 3.1). 
5 Le Nullstellensatz arithmétique reux
Finalement nous démontrons le théorème 0.4. Cette démonstration s'appuie sur l'inégalité
de type Koushnirenko arithmétique suivante, pour les intersetions dans l'espae ane An
(omparer ave [KPS01, Prop. 2.12℄).
Lemme 5.1 Soient f1, . . . , fs ∈ Z[x1, . . . , xn] pour un ertain n ≥ 2. Posons d := maxi deg(fi),
h := maxi hsup(fi) et A := Supp
(
1, x1, . . . , xn, f1, . . . , fs
)
⊂ Nn, alors
h
(
Z(f1, . . . , fs)
)
≤ Vol(A)
(
nh+ 5n (n + 1) log(d+ 1)
)
.
Démonstration. On reprend la démonstration de [KPS01, Prop. 2.12℄ à partir de la page
556, ligne 16, où l'on remplaera l'appliation de [KPS01, Prop. 1.7℄ par le orollaire 3.1. On
obtient ainsi
h(V ) ≤ h(XA) + nh deg(XA) + 4 (n + 1) log(N + 1) deg(XA)
≤ Vol(A)
(
nh +
1
2
(n+ 1) log(N + 1) + 4 (n+ 1) log(N + 1)
)
≤ Vol(A)
(
nh + 5 (n + 1) log(N + 1)
)
.
Finalement log(N + 1) ≤ log
((d+n
n
)
+ 1
)
≤ n log(d + 1) ar n ≥ 2, d'où on déduit la
majoration herhée. 
Démonstration du théorème 0.4. On supposera sans perte de généralité n, d ≥ 2 ; les autres
as ont été onsidérés de façon satisfaisante dans [KPS01, Lem. 3.7 et 3.8℄.
D'abord on refait la majoration pour η(f1, . . . , fs) dans [KPS01, Lem. 4.9℄ : on reprend la
notation et la démonstration de e lemme à partir de la page 590, ligne -2, où l'on appliquera
le lemme 5.1 i-dessus à la plae de [KPS01, Prop. 2.12℄ ; on en obtient
η(f1, . . . , fs) ≤
(
n max
i
h
sup
(qi) + 5n (n+ 1) log(d+ 1)
)
V
≤
(
n
(
h+ log s+ 2 (n + 1) log(d+ 1)
)
+ 5n (n+ 1) log(d+ 1)
)
V
= nV
(
h+ log s+ 7 (n + 1) log(d+ 1)
)
.
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Pour nir la démonstration, on onsidère la version "intrinsèque" du Nullstellensatz arith-
métique [KPS01, Thm. 2℄. Dans les hypothèses du théorème 0.4, on a δ ≤ V := Vol(A)
grâe à [KPS01, Lem. 4.9℄ et η ≤ nV
(
h + log s + 7 (n + 1) log(d + 1)
)
par la majoration
i-dessus. On en onlut
h
sup
(a), h
sup
(gi) ≤ (n+ 1)
2 d
(
2 η + (h+ log s) δ + 21 (n + 1)2 d log(d+ 1) δ
)
≤ (n+ 1)2 d
(
2n
(
h+ log s+ 7 (n+ 1) log(d+ 1)
)
V + (h+ log s)V
+21 (n+ 1)2 d log(d+ 1)V
)
≤ (n+ 1)2 dV
(
(2n + 1) (h + log s) + 28 (n + 1)2 d log(d+ 1)
)
≤ 2 (n+ 1)3 dV
(
h+ log s+ 14 (n + 1) d log(d+ 1)
)
.

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